INTRODUCCION A
REGRESION LINEAL

Simple y Multiple




Introduccion

Aprendizaje Supervisado

\

Prediccidn: estimar una funcion f(x) de forma que y = f(x)

Donde Y puede ser:
m Numero real: Regresion (s
B Categorias: Clasificacion

La regresion lineal se ocupa de
Investigar la relacion entre dos o mas
variables continuas.

Conjunto de Training Y test




Coeficiente de correlacion de Pearson

Buscamos explicar situaciones donde aparece una relacion
entre X e Y, como las siguientes:

Asociacion positiva Asociacion negativa




Definicion

Coeficiente de Correlacion Muestral

Cor(Y, X) =

1 mn yi__.
n—lz

=1

Cov(Y, X)
SySz
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El signo de R

El signo depende de
COV(Y,X)

El problema de la COV
es que es sensible a
las unidades de las
observaciones

Cuadrante

Yi—9 zi— & (¥ —9)(x:i — I)




Propiedades de r (y de rho p)

m-1 =<r=<1. El valor del coeficiente r esta entre 1 y menos 1 porque
puede probarse que el denominador es mas grande que el
numerador

W El valor absoluto de r, |[r| mide la fuerza de la asociacion lineal entre
X e Y, a mayor valor absoluto, hay una asociacion lineal mas fuerte
entre XeY

W E| caso particular r = 0 indica que no hay asociacion lineal entre X e
Y.

M E| caso r =1 indica asociacion lineal perfecta. O sea que los puntos
estan ubicados sobre una recta de pendiente (o inclinacion) positiva.

W EnN el caso r = =1 tenemos a los puntos ubicados sobre una recta de
pendiente negativa (o sea, decreciente).




Propiedades de r (y de rho p)

MEl signo de r indica que hay asociacion positiva entre las-
variables (si r > 0); o asociacion negativa entre ellas (sir < 0).

®r = 0,90 indica que los puntos estan ubicados muy cerca de
una recta creciente.

®r = 0,80 indica que los puntos estan cerca, pero no tanto, de
una recta

creciente.

¥r no depende de las unidades en que son medidas las
variables.

Ml os roles de X e Y son simétricos para el calculo de r.

Ojo al piojo: el coeficiente de correlacion de Pearson es muy sensible a
observaciones atipicas. Hay que hacer siempre un scatter plot de los datos
antes de resumirlos conr.




Warning! Con r

W Cabe hacer un comentario respecto de la interpretacion del
coeficiente de correlacion.

B Altos grados de asociacion lineal entre X e Y no
son senales de causalidad, es decir, una relacion
de causa y efecto entre ambas variables.




Cuarteto de Anscombe

(3)
Propiedad Valor

Media de X 9.0
Varianza X 11.0
Media de Y 7.5
Varianza Y 4.12
Cor(X,Y) 0.816

Moraleja: Siempre hay que visualizar los datos
https://es.wikipedia.org/wiki/Cuarteto _de Anscombe




Regresion Lineal Simple: Introduccion

Un modelo de regresion es un modelo que permite describir
como influye una variable X sobre otra variable Y.

« X : variable explicativa, independiente o covariable.
« Y : variable dependiente o respuesta.

El objetivo es obtener estimaciones razonables de Y para
distintos valores de X a partir de una muestra de n pares:

(X, ¥, o0 (X LY.




Tipos de relacion

Deterministica: Conocido el valor de X, el valor de Y queda
perfectamente establecido. Es decir, Y = f(X)

Ejemplo: La relacion existente entre la temperatura en grados
centigrados (X) y grados Fahrenheit (Y) es:

Y=32+1.8X




Tipos de relacion

No deterministica: Conocido el valor de X, el valor de Y no
gueda perfectamente establecido. Son del tipo: Y =f (X ) + € donde
€ es un error desconocido (variable aleatoria).

Ejemplo: En una planta a vapor,

en 25 meses, se observo el
promedio mensual de temperatura
atmosferica (en Farenheit) (X) y la
cantidad de vapor consumido (en .
libras) (Y).




Regresion lineal simple

Consiste en describir la relacion entre las dos variables mediante una recta.
El caso Deterministico, no nos interesa. Con dos puntos ya bastaria para encontrar la
recta.

No deterministica: El ejemplo de la planta a vapor:

m La funcién que proponemos para modelar la relacion es Y = [30 + le + € pero, en

este caso, |30 y Bl son constantes desconocidas

B también llamados parametros o coeficientes del modelo de regresion
B En cuanto a € es la perturbacion aleatoria o error _

B Se asume que en el rango de las observaciones
estudiadas, la ecuacion lineal provee una
aceptable aproximacion a la relacion existente
entre X e Y.

B Y es aproximadamente una funcion lineal de Xy €
mide las discrepancias en esa aproximacion.

Problema: Ajustar la recta que represente al conjunto de datos
de la mejor manera




Regresion lineal simple

A través de los parametros:
[30: ordenada al origen (o intercept)

[31: pendiente (o slope)

9i = Bo + l31Xi+ ei valores ajustados o predichos
€=Yy."YV. residuos.

calculamos

Objetivo: Hallar los mejores coeficientes [30 y [31 gue representan la relacion lineal
entre las variables.




Estimacion de los parametros

Los parametros son estimados utilizando el método de los minimos cuadrados,
gue minimiza la suma de los cuadrados de las distancias verticales desde cada
punto a la recta.

Las distancias verticales representan los errores en la variable de respuesta.

Graficamente, lo que se resuelve es la
minimizacion de las distancias entre
los valores observados y los valores
predichos




Estimacion de los parametros

Los parametros estimados de B,y B, es equivalente a encontrar la recta que
mejor ajusta los puntos en el grafico de dispersion.

Los errores pueden ser escritos como:

Si:yi_ﬁo_ﬁlXi,izl,Z,...,n

Las sumas de cuadrados de las distancias (0 SSE Suma de cuadrado del
Error) pueden escribirse como:

[30[31 ZS_Z i_BO_lei)z

i=1




Estimacion de los parametros

Los parametros estimados se denotan Bo y B, estos son los
que minimizan la g (Bo |31)

Para encontrar los parametros calculamos las derivadas parciales de SSE
respectoa B,y B, .

E m
o= _ —2> (i —Bo— B1x;) =0
=1

0B

8—/5’1 = —ZZ(J’; Bo — Bix)x; =0

Luego igualamos las derivadas a cero y resolvemos la ecuacion para encontrar los

parametros.

Z (yz'_j’)(xi_)?)
Z (Xi_)?)z
B/\():)_’_B\l)_<

Del sistema de ecuaciones (1) se B1=
obtienen las soluciones normales:




Estimacion de los parametros

Un vez hallada la recta, es decir, hallados 3,y (3, tenemos que los
valores ajustados en cada punto son:




Validacion del Modelo: R?

® Una vez ajustado nuestro modelo lineal debemos evaluar la calidad del
modelo.

¥ Una medida muy comun es el Coeficiente de Determinacion R?

m Para calcularlo se deben calcular otros errores distintos a los errores
cuadraticos SSE.

m Se define a la suma cuadratica total (SST) como el error predictivo cuando
usamos la media de Y para predecir la variable de respuesta Y (es muy
similar a la varianza de la variable)

SST=2.(y~y)

® Luego tenemos a la suma de los cuadrados explicada por el modelo
(SSM) que nos indica la variabilidad de los valores predichos por el modelo
respecto a la media:

SSM=2.(9~y)




Validacion del Modelo: R?

m Se define el coeficiente de determinacidn para un modelo lineal, como:
n

A —\2
:SSM:Z(% y)
SST _ o

Z(yz'_j’)2

I

R2

m El coeficiente adquiere valores entre O y 1.
®m Mientras mas cercano a 1 sea, mejor sera la calidad el modelo ajustado.

m El valor de R?es equivalente a la correlacion lineal de Pearson entrey e y al
cuadrado.

R’=cor(y,y)

m El coeficiente de determinacion da una idea de la proporcion de puntos que
son explicados por el modelo ajustado.




Supuestos de la RLS

Los supuestos bajo los cuales seran validas las inferencias que
haremos mas adelante sobre el modelo

yi:ﬁo+|31 X;TE,

son los siguientes:

1. los g, tiene media cero, E ( € )=0.
2. los € tienen todos la misma varianza desconocida que llamaremos ¢
y que es el otro parametro del modelo, Var(e) = o>. A este requisito se

lo llama homoscedasticidad. O varianza constante.
3. los € tienen distribuciéon Normal.

4. los € son independientes entre si, y son no correlacionados con las
X.

2 . . ,
Enresumen: &~ N(0,0°) ,1<is<n,independientes entre si.




Ejemplo USArrests

B Ejemplo, construccion de un modelo lineal. En R podemos usar Im()
y~X (y = f(x))

B Dataset USArrests que tiene informacion de arrestos ocurridos en
Estados Unidos durante 1973 con una observacion por estado.

W Variables:
Murder: arrestos por homicidio (cada 100.000 hab.).
Assault : arrestos por asalto (cada 100.000 hab.).
UrbanPop: porcentaje de la poblacion total del estado.
Rape: arrestos por violacion (cada 100.000 hab.).




Ejemplo USArrests

Verificamos las relaciones entre las variables y analizamos si es
posible hacer un analisis de regresion lineal

> cor (USArrests)

Murder Assault UrbanPop Rape
Murder 1.00000000 0.8018733 0.06957262 0.5635788
Assault 0.80187331 1.0000000 0.25887170 0.6652412
UrbanPop 0.06957262 0.2588717 1.00000000 0.4113412
Rape 0.56357883 0.6652412 0.41134124 1.0000000

m Existe una correlacion positiva entre Murder y Assault.




Ejemplo USArrests

Ademas verificamos a través del grafico de dispersion si la
relacion positiva entre Murder y Assault es lineal.

® Si bien los puntos no siguen
una recta perfecta, se puede
observar que conforme se
Incrementan los asaltos las
muertes también se
Incrementan.

200 250

Assault




Ejemplo USArrests

® Modelamos los asesinatos en funcidon de los asaltos utilizando una

regresion lineal simple:
Murder ( Assault )=p,+p, * Assault

> ajuste.lineal <- 1lm(Murder~Assault,USArrests)
> ajuste.lineal
Call:
Im(formula = Murder ~ Assault, data = USArrests)
Coefficients:
(Intercept) Assault

0.63168 0.04191

Murder ( Assault )=0.63168+0.04191 * Assault




Ejemplo USArrests

m Verificamos la significancia de los coeficientes
Se debe contrastar la hipotesis nula que tanto 3, como 3, son distintos

de cero. Es decir:
H,: B, #0 H,: B, #0
H: B,=0 H:p, =0
m De manera similar lo hace con todos los coeficientes involucrados en el
problema de estimacion.

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 0.631683 0.854776 0.739 0.464
Assault 0.041909 0.004507 9.298 2.6e-12 *#*%*

Signif. codes: 0 ‘***’ (0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 *.” 0.1 * " 1
Residual standard error: 2.629 on 48 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.643, Adjusted R-squared: 0.6356
F-statistic: 86.45 on 1 and 48 DF, p-value: 2.596e-12




Intervalos de Confianza

® Los IC permiten complementar la informacion que proporcionan los contraste
de hipotesis a la hora de expresar el grado de incertidumbre en nuestras

estimaciones.
m Obtenemos los correspondientes intervalos de confianza para cada parametro
del modelo con nivel significacion al 95%

H:B,=B,=0
> confint(ajuste.lineal, level = 0.95)
2.5 % 97.5 %
(Intercept) -1.08695906 2.35032438
Assault 0.03284621 0.05097104

Interpretamos los intervalos:
m La interseccion B, mantiene la coherencia que observamos en la prueba t, el

|IC contiene al cero.
m Con una probabilidad del 95%, el IC de Assault esta entre 0.009 y 0.09 .




Regresion Lineal Multiple

m Supongamos gque tenemos n observaciones para una variable dependiente Y,

ademas, tenemos p variables independientes o predictoras X , X, ..., X,

Observation Response Predictors
Number Y X, X5 Ces X,

1 (751 11 ‘e Tip
2 Yo - T2p
3 Y - .. 3p

Yn Inl Tn2 <o Inp

m Larelacionentre Yy X , X,, ..., X  es formulada como un modelo lineal de la

forma:
Y:BO+B1X1+B2X2++ﬁpo+8

Donde:

Bo’ Bl, [32 ﬂp son los coeficientes del modelo de regresiony €
es el error o perturbacion aleatoria.




Regresion Lineal Multiple

m Se asume que para un conjunto de valores de X, X, ..., X, que
caen dentro del rango de los datos la ecuacion:

Y:I?)O+l31X1+BZX2++[3po+8

provee una aceptable aproximacion de la verdadera relacion entre Y y
las X

m Decimos que Y es aproximadamente una funcion lineal de las X y
€ mide la discrepancia en esa aproximacion.

m € contiene informacidon no sistematica para determinar Y que no es
capturada por las X.




Estimacion de los parametros |

m A partir de una muestra queremos estimar los parametros 8, B, B

B,
®m De manera similar a la Regresion Lineal Simple vamos a utilizar el

metodo de ajuste por minimos cuadrados, que es minimizar la
Suma de los Cuadrados del Error.

m El error se calcula como:
§=Y, PP Xi =P, Xy —-. =P, X, 1=1,2,...,n

® La suma de cuadrados del error:

n

S(Bo,By---:B,

2 LN ]



Estimacion de los parametros ||

® Los minimos cuadrados estimados [P, P, ...P, que minimizan la
S(Bo.B.....B,) se obtienen por la solucion de un sistema de
ecuaciones lineales conocidos como ecuaciones normales.

m El B, estimado es denominado interseccion o constante y los [3,.
estimados son los coeficientes de la regresion de la variable

predictora Xj

m Se asume que el sistema de ecuaciones tiene solucion y es unica.

NOTA: No vamos a ver la resolucion del sistema de ecuaciones normales. Para consultar el modelo
matricial se puede leer el apéndice del Cap. Il de Chatterjee (pag. 82)




Estimacion de los parametros |l

A

= Utilizando los coeficientes de regresion estimados [, 3, ...0,
podemos escribir ahora la ecuacion de regresion de minimos
cuadrados ajustados:

Y=[,+p, X, +p, X, +..+p X

m Para cada observacion podemos calcular los valores ajustados, como:

?i:g0+I§1Xi1+B\2Xi2+°"+ﬁApXip)i:132)"-)n

® Los residuales de los minimos cuadrados ordinarios serian:

e=Y Y., i=12,...,n




Interpretacion de los coeficientes

® La interpretacion de los coeficientes en regresion lineal multiple suele
prestarse a confusion.
m La Ecuacion de Regresion Lineal Simple representa una recta.
= Mientras que el sistema de ecuaciones de la regresion multiple
representa:
® un plano (para 2 predictores)
® un hiperplano (para mas de 2 predictores)

m En regresion lineal multiple, el coeficiente B, es llamado coeficiente
constante y es el valor de Y cuando X, = X, =... =X =0

m El coeficiente de regresion Bj, j=1, 2, ..., p tiene varias interpretaciones.

m Este puede ser interpretado como el cambio en Y cuando X se modifica
en una unidad y todos los demas predictores permanecen constantes.




Ejemplo: Desempefio de Supervisores |

Table 3.2 Description of Variables in Supervisor Performance Data

Variable

Description

Overall rating of job being done by supervisor
Handles employee complaints

Does not allow special privileges

Opportunity to learn new things

Raises based on performance

Too critical of poor performance

Rate of advancing to better jobs




Ejemplo: Desempefio de Supervisores |
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Ejemplo: Desempefio de Supervisores

Y

X1
X2
X3
X4
X5
X6

Y
1.0000000
0.8254176
0.4261169
0.6236782
0.5901390
0.1564392
0.1550863

> cor(sup.scaled)

X1
0.8254176
1.0000000
0.5582882
0.5967358
0.6691975
0.1877143
0.2245796

X2
0.4261169
0.5582882
1.0000000
0.4933310
0.4454779
0.1472331
0.3432934

X3
0.6236782
0.5967358
0.4933310
1.0000000
0.6403144
0.1159652
0.5316198

X4
0.5901390
0.6691975
0.4454779
0.6403144
1.0000000
0.3768830
0.5741862

X5
0.1564392
0.1877143
0.1472331
0.1159652
0.3768830
1.0000000
0.2833432

X6
0.1550863
0.2245796
0.3432934
0.5316198
0.5741862
0.2833432
1.0000000




Ejemplo: Desempefio de Supervisores

> ajuste.lineal.m=1lm(Y~., sup.scaled)
> summary(ajuste.lineal.m)

Call:
Im(formula = Y ~ ., data = sup.scaled)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-0.89889 -0.35781 0.02595 0.45533 0.95288

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -7.717e-16 1.060e-01 0.000 1.000000
X1 6.707e-01 1.761e-01 3.809 0.000903
X2 -7.343e-02 1.364e-01 -0.538 0.595594
X3 3.089e-01 1.625e-01 1.901 0.069925
X4 6.981e-02 1.892e-01 0.369 0.715480
X5 3.120e-02 1.195e-01 0.261 0.796334
X6 -1.835e-01 1.506e-01 -1.218 0.235577

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 * ' 1
Residual standard error: 0.5806 on 23 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.7326, Adjusted R-squared: 0.6628
F-statistic: 10.5 on 6 and 23 DF, p-value: 1.24e-05




Evaluacion del modelo R?ajustado

m El valor de R2 es usado como una medida de resumen para juzgar el
ajuste de un modelo lineal a un conjunto de datos.

®m Un valor alto de R2 no significa necesariamente ajusta bien a los
datos.

m El R?-ajustado permite juzgar la efectividad del ajuste.

m Este se define como:

2 SSE/(n—p—1)
SST/(n—1)




Verificacion de los supuestos

Linealidad (Datos): Error de especificacion. Lo podemaos verificar
graficamente a traves de un diagrama o grafico de dispersion

Independencia (Residuos). Este supuesto asume que los residuos no
estan auto-correlacionados, por lo cual son independientes. Se puede
verificar con la prueba de Durbin Watson.

Homocedasticidad (Residuos). Los residuos en las predicciones son
constantes en cada prediccion (varianza constante). Este supuesto
valida gue los residuos no aumenta ni disminuye cuando se predicen
valores cada vez mas altos o mas pequefios. Lo verificamos
graficamente.

Normalidad (Residuos) Se asume gque los residuos deben seguir una
distribucion Normal, la ausencia de normalidad supone poca precision
en los intervalos de confianza creados por el modelo. Lo verificamos
graficamente y con una prueba de Shapiro-Wilk.

No-Colinealidad (Datos).




Verificacion de los supuestos: Independencia

® Independencia (Residuos). Este supuesto asume gque los residuos
no estan auto-correlacionados, por lo cual son independientes. Se
puede verificar con la prueba de Durbin Watson.

m El valor de la prueba tiene que dar entre 1.5 y 2.5 para garantizar la
Independencia de los residuos.

> dwtest(Y~., data=sup.scaled)
Durbin-Watson test
data: Y ~ .
DW = 1.7953, p-value = 0.2875
alternative hypothesis: true autocorrelation is greater
than 0




Verificacion de los supuestos: Homocedasticidad

Homocedasticidad (Residuos). Los residuos en las predicciones son
constantes en cada prediccion (varianza constante). Este supuesto
valida que los residuos no aumentan ni disminuyen cuando se predicen
valores mas altos o mas pequenos.

Residuos vs Valores Ajustados

ajuste.lineal.m$fitted.values

T
0.0

ajuste.lineal.m$residuals




Verificacion de los supuestos: Normalidad

Normalidad (Residuos) Se asume que los residuos deben seguir una
distribucidon Normal, la ausencia de normalidad supone poca precision
en los intervalos de confianza creados por el modelo. Lo verificamos
graficamente y con una prueba de Shapiro-Wilk.

Normal Q-Q Plot Histogram of ajuste.lineal.m$residuals

Sample Quantiles
Frequency

|
0.0

Theoretical Quantiles

ajuste.lineal.m$residuals




Verificacion de los supuestos: Normalidad

En las pruebas formales o analiticas tenemos:
® Prueba de Shapiro-Wilk:

La hipotesis a probar es:

H,: Los errores siguen una distribucion normal
H.: Los errores no siguen una distribucion normal

La hipotesis H, se rechaza al 5% si p-value < 0.05

> shapiro.test(ajuste.lineal.mSresiduals)
Shapiro-Wilk normality test

data: ajuste.lineal.mSresiduals

W = 0.96884, p-value = 0.5081

Como el p-value > 0.05 se acepta la hipotesis de normalidad. Los
residuos siguen una distribucion normal.
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